
线性变换



(2).  
n n n

T V V V：  即 中的线性变换

一、线性变换的定义

n m
T V U线性变换 ：
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n
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满足 ，

注： (1). 即保持线性组合的映射

(3). 恒等映射，

n n
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零映射



例 在线性空间  
3

P x 中, 

任取  3 2

3 2 1 0 3
p a x a x a x a P x     , 

 3 2

3 2 1 0 3
q b x b x b x b P x     , 

(1)微分运算 D 是一个线性变换. 

2

3 2 1
D 3 2p a x a x a   ; 

2

3 2 1
D 3 2q b x b x b   , 

二、线性变换的例子



D( )p q         3 2

3 3 2 2 1 1 0 0
D a b x a b x a b x a b         

 

     2

3 3 2 2 1 1
3 2a b x a b x a b       

   2 2

3 2 1 3 2 1
3 2 3 2a x a x a b x b x b       

=D Dp q ; 

D( )p 3 2

3 2 1 0
D a x a x a x a          

 2

3 2 1
3 2a x a x a   = Dp . 



(2) 如果
0

( )T P a ,那么T 也是一个线性变换. 

这是因为 

0 0
( ) ( ) ( )T p q a b T p T q     ; 

0
( ) ( )T p a T p    . 

 3 2

3 2 1 0 3
p a x a x a x a P x     , 

 3 2

3 2 1 0 3
q b x b x b x b P x     , 



(3) 如果
1
( ) 1T P  ,则

1
T 是一个变换, 

但不是线性变换. 

这是因为 1
( ) 1T p q  , 但 

1 1
( ) ( ) 1 1 2T p T q    , 

所以
1 1 1
( ) ( ) ( )T p q T p T q   . 

 3 2

3 2 1 0 3
p a x a x a x a P x     , 

 3 2

3 2 1 0 3
q b x b x b x b P x     , 



(i)  , ( ) ( )T T T       ; 

(ii) 若
1 1 2 2 m m

k k k       , 

则
1 1 2 2 m m

T k T k T k T       . 

注：若
1 2
, , ,

m
   线性无关,   

1 2
, , ,

m
T T T   不一定线性无关. 

三、线性变换的基本性质



(iv) 线性变换T 的像集 ( )
n

T V 是一个线性空间, 

称为线性变换T 的像空间. 

证 设 1 2
, ( )

n
T V   , 则有

1 2
,

n
V   , 使 1 1 2 2

,T T     , 

从而 

1 2 1 2 1 2
( ) ( )

n
T T T T V            (因

1 2 n
V   ), 

1 1 1
( ) ( )

n
T T T V       (因

1 n
V  ), 

可见 ( )
n

T V 对
n

V 中的线性运算封闭,故它是一个线性空间. 



(v) 使T  的 的全体  ,
T n

N V T       

也是一个线性空间,称为线性变换T 的核. 

证 
T n

N V ,且若
1 2
,

T
N   ,即

1 2
,T T     , 

则
1 2 1 2

( )T T T        , 所以
1 2 T

N   ; 

若
1

,
T

N R   , 则
1 1

( )T T        , 

所以
1 T

N  , 可见
T

N 对
n

V 中的线性运算封闭, 

故它是一个线性空间. 



例 设有 n 阶矩阵 
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, 

定义
nR 中的变换 ( )y T x 为 : n nT R R  

( )x y T x Ax    则T 是线性变换. 



这是因为 设 ,
n

a b R , 

则 ( ) ( ) ( ) ( )T a b A a b Aa Ab T a T b       , 

( ) ( ) ( )T a A a Aa T a      . 

T 的像空间就是 

   1 1 2 2 1 2
, , ,n

n n n
T R y x x x x x x R        , 

T 的核
T

N 就是齐次线性方程组 0Ax  的解空间. 
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