
对称矩阵特征值、

特征向量的性质



性质1. 对称矩阵的特征值为实数.

对称矩阵特征值、特征向量的性质

证 复数矩阵  ij
X x ，  ij

X x . 设  , 0Ax x x   

用  表示  的共轭复数，  Ax Ax Ax x x      

于是有  T T T T
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     
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两式相减，得   0
T

x x   ， 
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性质 2  设
1

 ，
2

 是对称矩阵 A 的两个特征值，
1

p ，
2

p 是对  

应的特征向量 . 若
1 2

  ，则
1

p 与
2

p 正交. 

证 
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=p Ap ，
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=p Ap  ，
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  . 

因 A 对称，故    1 1 1 1 1 1 1
=

T TT T T Tp p Ap p A p A     ， 

于是  1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2
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p p p Ap p p p p    ，  

即  1 2 1 2
=0

T
p p  . 但

1 2
  ，  

故
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p p ，  即
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定理  设 A 为 n 阶对称矩阵，则必有正交阵 P ，使  

1 TP AP P AP    ，其中  是以 A 的 n 个 

特征值为对角元的对角矩阵 . 



推论  设 A 为 n 阶对称矩阵，  是 A 的特征方程的 k 重根， 

则矩阵 A E 的秩  R A E n k   ，从而对应特  

征值  恰有 k 个线性无关的特征向量 . 

证 

当  是 A 的特征方程的 k 重根时，  

1
, ,

n
  这 n 个特征值中有 k 个等于  ，有 n-k 个不等于  ， 

所以    R A E R E n k       . 

 1
~ diag , ,

n
A   

 1
~ diag , ,

n
A E E          



对称矩阵的正交对

角化



n阶对称矩阵A正交对角化的步骤

1 2

1 1 2 2
(1) , ,   ;   , ,   ;     ;   , , . 

s

s s

l l l

A      求出 的全部特征值，设为
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(2)  ( ) 0,  
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A E x A l   解 求 的 个线性无关的 特征向量，

3（ ）各组内部正交化、单位化,

4 ,n P（ ）将各组向量并排得 阶正交阵
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例 设
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A
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 
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 
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，求一个正交阵 P , 使
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P AP
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为对角阵. 
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得
1

2   ，
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1   . 



将
1
 单位化，得
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当
2 3

1   时，解方程   0A E x  ， 

得对应的线性无关特征向量
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当
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2   时，  解方程  2 0A E x  ，  
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将
2

 ，
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 正交化：  取
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再将
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将
1 2 3
, ,p p p 构成正交阵  
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例 设
2 1

1 2
A

 
  
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，求

nA . 

解 因 A 对称，故有可逆阵 P 及对角阵  ，使
1

P AP
   . 

于是
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得
1

1  ，
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当
1

1  时，解方程   0A E x  ，  得特征向量
1

1

1


 
  
 

， 

当
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