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基变换与坐标变换



向量空间的

定义与例子



定义：设 V 是 n 维向量的集合，如果

① 集合 V 非空，

② 集合 V 对于向量的加法和乘数两种运算封闭，

具体地说，就是：

若 a ∈ V， b ∈ V，则a + b ∈ V ．（对加法封闭）

若 a ∈ V， l ∈ R，则 l a ∈ V ．（对乘数封闭）

那么就称集合V 为向量空间．



n 维向量的全体例：

  T

1 2 1 2, , , , , , .n

n nx x x x x x  x

   
T T

1 2 1 2, , , , , , , ,n n

n nx x x y y y    x y

 
T

1 1 2 2, , , ,n

n nx y x y x y     x y

 
T

1 2, , , , ,n

nx x x k   x

 
T

1 2, , , ,n

nk kx kx kx x 是向量空间.
n



例：集合 .  T

1 2 20, , , , ,n nV x x x x 

   
T T

2 1 2 10, , , , 0, , , ,n nx x V y y V    x y

 
T

2 2 10, , , ,n nx y x y V    x y

 
T

2 10, , , , ,nx x V k   x

 
T

2 10, , , ,nk kx kx V x 是向量空间.1V



例：集合 .  T

2 2 21, , , , ,n nV x x x x 

   
T T

2 2 2 21, , , , 1, , , ,n nx x V y y V    x y

 
T

2 2 22, , , ,n nx y x y V    x y

不是向量空间.2V



例：n 元齐次线性方程组的解集

  T

1 1 2, , , n

nS x x x    0x Ax

n 元非齐次线性方程组的解集

  T

2 1 2, , , n

nS x x x    ，x Ax b

是向量空间， 齐次线性方程组的解空间.

2 2, ,S S  x y   2      ，A x y Ax Ay b b b

2S  ，x y 不是向量空间.2S



 ,L    x a b   

这是因为是一个向量空间.

例：设 a, b 为两个已知的 n 维向量，集合

1 1 2 2 , ,L, L k       x a b y a b   

   1 2 1 2 ,L     x y a b   

   1 1 ,k k k L  x a b  是向量空间.L

L 称为由向量a, b 所生成的向量空间．



由向量组a1 , a2 , ..., am 所生成的向量空间为

 1 1 2 2 1 2, , , .m m mL      x a a a     

例：设向量组a1 , a2 , ..., am 和 b1 , b2 , ..., bs 等价，

记  1 1 1 2 2 1 2, , ,m m mL       ，x a a a     

 2 1 1 2 2 1 2, , ,s s sL       ，x b b b     

试证 ．1 2L L



结论：等价的向量组生成相同的向量空间．

则 可由 线性表示.x
1 2, , , ma a a设 ，1Lx证

因a1 , a2 , ..., am 可由 b1 , b2 , ..., bs 线性表示，

从而 可由 b1 , b2 , ..., bs 线性表示，x

于是 ，2Lx 因此 .1 2L L

类似地可证 ，2 1L L 所以 .1 2L L



子空间的概念

定义：如果向量空间V的非空子集合W 对于V 中

所定义的加法及乘数两种运算是封闭的，则称W

是 V 的子空间． 例如，

是 的子空间；n  T

1 2 20, , , , ,n nV x x x x 

  T

2 2 21, , , , ,n nV x x x x  不是 的子空间.n



向量空间的

基与维数



r 称为向量空间 V 的维数，并称 V 为 r 维向量空间 ．

定义：设有向量空间 V ，如果在 V 中能选出 r 个

向量a1, a2, …, ar，满足

(i)   a1, a2, …, ar 线性无关；

(ii)  V中任意一个向量都能由 a1, a2, …, ar 线性表示；

那么称向量组 a1, a2, …, ar 是向量空间 V 的一个基．

记作 .dimV r



n维单位坐标向量组

n 维向量的全体例：

  T

1 2 1 2, , , , , , .n

n nx x x x x x  x

1 2

1 0 0

0 1 0
e ,e , e

0 0 1

n

     
     
       
     
     
     

是 的一个基，n

dim .n n



是V1 的一个基，

例：集合 .  T

1 2 20, , , , ,n nV x x x x 

2 3

0 0 0

1 0 0

e ,e , e0 1 0

0 0 1

n

     
     
     
       
     
     
     
     

1dim 1.V n 



例：n 元齐次线性方程组的解空间

  T

1 1 2, , , n

nS x x x    0 ，x Ax

齐次线性方程组 的基础解系是 的一个基， 0Ax 1S

所以 的维数 .1S  1dim S n R  A



故向量组A0就是L 的一个基，

例 由向量组 A：a1 , a2 , ..., am所生成的向量空间

 1 1 2 2 1 2, , , .m m mL      x a a a     

若 a1 , a2 , ..., am线性无关，则它是 L 的一个基;

若 a1 , a2 , ..., am线性相关，不妨设它的最大无关组

为A0 ：a1 , a2 , ..., ar ，于是

 1 1 1 2 2 1 2, , , .r r rL L      x a a a     

dim .L r



一般来说，若 a1 , a2 , ..., am ∈V，

是V 的子空间．

V是向量空间，

 1 1 2 2 1 2, , ,m m mL      x a a a     则

若向量组 a1 , a2 , ..., am 是向量空间V 的一个基，

那么  1 1 2 2 1 2, , , .m m mV      x a a a     



中的坐标．

定义：如果在向量空间V中取定一个基 a1 , a2 , ..., ar ，

那么V中任意一个向量x可唯一表示为

x = 1a1 + 2a2 + …+ rar，

数组 1, 2, ..., r 称为向量 x 在基 a1 , a2 , ..., ar



1 2 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n

       
       
       
          
       
       
       
       

b b b b

1

2

3

n

b

b

b

b

 
 
 
 
 
 
 
 

b

1
e

2
e

3
e ne

称为 的自然基．1 2 n
e ,e , ,e n



1 2 3 1 2

2 2 1 1 4

2 1 2 0 3

1 2 2 4 2

( , , ) ,   ( , ) ，A a a a B b b

   
   

       
       

例 设

解

验证a1, a2, a3 是 的一个基，并求 b1, b2 在这个基3

中的坐标.

要证a1, a2, a3 是 的一个基，3

线性无关，

只要证 a1, a2 , a3

即只要证 .
r

A E

基中的坐标，

要求 b1, b2 在这个

只要解矩阵方程 .AX B

   1 .A B E A B
r





1 1 2 3 2 1 2 3

2 2 4 2

3 3 3 3
,   .b a a a b a a a     

2 4
1 0 0

3 32 2 1 1 4
2

2 1 2 0 3 0 1 0 1
3

1 2 2 4 2
2

0 0 1 1
3

( , ) ~
r

A B

 
 

   
   

     
     

  
 



基变换与

坐标变换



并求向量在两个基中的坐标之间的关系式

解

例：在 中取定一个基 a1, a2, a3 ，再取一个新基3

b1,  b2, b3，设 A = (a1, a2, a3)，B = (b1, b2, b3) ．

求用a1, a2, a3 表示 b1, b2, b3的表示式（基变换公式）；

（坐标变换公式）.

因 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )e e ea a a A, 1

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )e e e a a a A ,


故
1

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )e e eb b b B = a a a A B,




基变换公式 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )b b b a a a P,

其中系数矩阵 1
P = A B



称为从基 到基 的过渡矩阵.1 2 3, ,a a a 1 2 3, ,b b b

设向量 在基 和基 中的坐标分别为1 2 3, ,a a a
1 2 3, ,b b bx

   
1 1

1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

, , , ,x a a a x b b b， ，

y z

y z

y z

   
   

    
   
   



 
1 1

1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

, , ( , , ) ,e e ex b b b B

z z

z z

z z

   
   

    
   
   

 
1 1

1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

, , ( , , ) ,e e ex a a a A

y y

y y

y y

   
   

    
   
   

1 1

2 2

3 3

,A B

y z

y z

y z

   
   

   
   
   

1 1

1

2 2

3 3

,B A

z y

z y

z y



   
   

   
   
   

1 1

1

2 2

3 3

,P

z y

z y

z y



   
   

   
   
   

坐标变换公式

1 1

2 2

3 3

.P

y z

y z

y z

   
   

   
   
   



例：在 中取定两个基 I 和 II 为3

1 2 3

1 1 1

I : 0 , 1 , 1 ,

0 0 1

a a a

     
     

       
     
     

1 2 3

1 2 3

II : 2 , 3 , 7 ,

1 3 1

b b b

     
     

       
     
     

(1) 求由基Ⅰ到基Ⅱ的过渡矩阵；

求 在Ⅱ中的坐标.c

(2) 设向量 在Ⅰ中的坐标为 ，c 2,1,2

解 由基Ⅰ到基Ⅱ的过渡矩阵 ，1
P = A B

 其中

A = (a1, a2, a3)，B = (b1, b2, b3) ．



1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 2 3

( , ) ( , , , , , ) 0 1 1 2 3 7

0 0 1 1 3 1

A B a a a b b b

 
 

   
 
 

1 0 0 1 1 4

~ 0 1 0 1 0 6

0 0 1 1 3 1

   
 
 
 
 1 1 4

1 0 6 .

1 3 1

P

   
 

  
 
 

过渡矩阵



(2)  易求得 ,1

18 11 6

5 3 2

3 2 1

P


   
 

  
 
 

于是 在Ⅱ中的坐标向量为c

1

2 18 11 6 2 13

1 5 3 2 1 3 ,

2 3 2 1 2 2

P


          
      

        
            

即 在Ⅱ中的坐标为 .c 13, 3, 2 


