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向量组秩的定义



满足1 2, , ,   r

定义：设有向量组 ，A

记作 .A
R = r

在 中选取 个向量A r

(1) 向量组 无关;0 1 2: , , ,   rA

(2) 向量组 中任意 个向量(若存在)都线性相关，A 1r +

则称向量组 是向量组 的一个最大线性无关向量0A A

组，简称最大无关组.最大无关组所含向量个数 称r

为向量组 的秩，A



1 2 3 0   ，  

例：向量组 1 2 3

1 2 3

: 3 0 3

1 1 2

, ,  

     
     

       
     
     

，A

注：全部由零向量组成的向量组没有最大无关组，

规定这样的向量组的秩为零.

2AR 该向量组的秩为 .为最大无关组，1 2, 

1 3,  ， 2 3, 



注：1. 一个向量组的最大无关组是向量组中所

含向量个数最多的线性无关的子组之一.

2.一个向量组的最大无关组不一定是惟一的．

3.一个向量组与它的最大无关组是等价的．

证：

线性相关，
1 2, , , ,r   

向量组 是向量组 的部分组，0A A 故 组可由0A

组线性表示.A 对 中任一向量 ，A

从而 组可由 组线性表示.0AA

从而 可由 线性表示，
1 2, , , r  



部分组，且满足

推论：（最大无关组的等价定义）

线性表示，

设向量组 是向量组 的一个0 1 2: , , , rA    A

(1) 向量组 线性无关；0 1 2: , , , rA   

(2) 向量组 的任一向量都能由向量组A
0A

则向量组 是向量组 的一个最大无关组.A0A



证：

于是有

设 是 中任意 个向量，1 2 1, , , ,r r     1r A

它们都能由 组线性表示，0A

   1 2 1 1 2, , , , , , , ,r r rR R r        

所以 中任意 个向量线性相关.A 1r 



的一个最大无关组及秩.  

例：求 维向量的全体构成的向量组n
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解

1 2

1 0 0
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0 , 0 , ,
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线性无关， .nR n

维单位坐标向量n
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例：设齐次线性方程组
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的通解是 ，

试求全体解向量构成的向量组 的秩．S



解

2R .
S


1 1 2 2
c c x  

 1 1 2 2 1 2
c c c c  ,S x    ，

线性无关,1 2
 ,
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通解是



向量组秩的求法

及相关结论
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回顾，

的列向量组 ，A 1 2 3 4, , ,   

的行向量组 .T T T

1 2 3, ,  A



定理 矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于

证

它的行向量组的秩.

设 ， ， R rA 1 2( , , )m  A 阶子式 .r 0rD 

所在的 列构成的 矩阵的秩为 ,rD r rn r r此 列线性

无关；又因为 中所有 阶子式均为零，A +1r A所以 中

先证明：矩阵的秩等于它的列向量组的秩.

任意 个列向量构成的 矩阵的秩小于 ，+1r ( 1)n r  r



+1r故此 列线性相关. 所在的 列构成 的列向rD r A

量组的一个最大无关组，所以列向量组的秩为 .r

也等于它的行向量组的秩.

的秩等于 的列向量组的秩，T
A T

A

的列向量组就是 的行向量组，T
A A

而 ，   TR RA A

所以矩阵的秩



例：求向量组的一个最大无关组, 并用最大
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解

无关组表示其它向量.

设 ，1 2 3 4 5( , , , , )    A

并将矩阵 化为行最简形.A



1 0 2 0 3

0 1 1 0 2
~
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1 2 4 1 6

1 1 3 1 4

0 0 0 2 2

1 0 2 0 3

 
 
 
 
 
 

A

 1 2 3 4 5
    , , , , ,B   3R .A 

= B

故由

所以 线性无关，1 2 4, ,  

   1 2 4 1 2 4, , , ,
r

      可知 ， 1 2 4, , 3R    

从而是列向量组的

一个最大无关组.



也就是方程0Ax 因为 与 同解，0Bx 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5x x x x x         0

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5x x x x x         0与

同解，因此向量 之间的线性关系1 2 3 4 5, , , ,    

与向量 之间的线性关系是相同的.1 2 3 4 5
    , , , ,

由于 ， ,5 1 2 4
3 2     

3 1 2
2   

因此 ， .3 1 2
2   

5 1 2 4
3 2     



关于向量组秩的结论，可以推广到所含向量个数

无限的向量组.

线性表示的充分必要条件是

定理 向量组 能由向量组 1 2, , m  
1 2, , l  

   1 2 1 2 1 2, , , , , , , .m m lR R        

向量组的秩 矩阵的秩



例 若向量组 可由向量组 线性表示，则 .B AR RB A

其中等号成立当且仅当向量组 与向量组 等价.A B

设 ，,A BR s R t 证明 并设向量组 和 的最大A B

无关组分别为 和 .0 1 2: , , ,  sA
0 1 2

: , , ,  
t

B

由于向量组 能由向量组 线性表示，0
B B

能由向量组 线性表示，A

B向量组

0
A向量组 能由向量组A



B AR R .A BR R并且

向量组 与向量组 等价BA

向量组 可由向量组 线性表示.BA

.A BR R

向量组 可由向量组 线性表示，并且B A

0A因此向量组 能由向量组 线性表示.
0

B线性表示，

即 .t s于是 ，   1 2 1 2
, , , , , ,     

t s
R R



证明

从而这两个向量组等价.

的秩相等，证明：向量组 与向量组 等价.BA

例 向量组 可由向量组 线性表示，且它们B A

C设向量组 是由向量组 与 合并而成的，A B

.A CR R由向量组 可由向量组 线性表示知B A

又已知 ，A BR R 所以有 ，A B CR R R 


