
全排列与对换



排列及其逆序数

对换及其性质



排列及其逆序数



定义：由正整数1, 2 ,， n按一定次序排成一列，

叫这n个元素的一个全排列（简称排列）. 

不重：不能有重复的元素; 

不漏：不能有遗漏的元素.  



例：1, 2, 3; 1, 3, 2;  2, 1, 3; 2, 3,1; 3, 1, 2; 3, 2,1 

都是1, 2, 3的排列，一共有 6 3 2 1 3!    个. 

设 1 2, , , ni i i 是1, 2, , n的一个排列，则由定义知 

{1, 2, , } ( 1, 2, , )  ki n k n 并且 ( ) k li i k l .  



1i 可以取1, 2, , n中的任意一个数，有 n种取法； 

2i 可以取1, 2, , n中任意一个除 1i 的数，共有 1n

种取法；……，所以我们有：  

命题：1, 2, , n的排列总共有 2 1 !  n n 个不同

的排列 



定义：在排列 1 2, , , , , , ( )  k l ni i i i i k l 中，如果

k li i ，则称 ( , )k li i 为该排列的一个“逆序对”，一

个排列中逆序对的个数，称为该排列的“逆序数” . 

我们用 1 2( , , ) ni i i 表示排列 1 2, , ni i i 的逆序数. 



例：排列3,1, 2中，(3,1), (3, 2)是仅有的两个逆序对，

所以排列3,1, 2的逆序数为 2，即 (3,1, 2) 2 . 

记 ( )ki 为 1 2, , , , , k ni i i i 中位于 ki 后面但比 ki 小的

元素的个数，则 1 2( , , ) ni i i 1 2( ) ( ) ( )    ni i i   . 



例： (5, 2, 4,3,1) (5) (2) (4) (3) (1)           

4 1 2 1 0 8      . 

例： (1, 2,3) 0 (1,3,2) 1 (2,1,3) 1  ； ； ；    

(2,3,1) 2 (3,1, 2) 2 (3, 2,1) 3  ； ；   . 



定义：逆序数为偶（奇）数的排列，称为偶（奇）

排列. 

在1, 2,3所有的3 2 1 6   个排列中，偶排列和奇排

列均为3个，各占总数的一半. 

命题：在1, 2, , n所有的 !n 个排列中，偶排列和奇

排列均为
!

2

n
个，各占总数 !n 的一半. 



对换及其性质



定义：在排列中将任意两个元素对调，其余元素保

持不动，这种得到新排列的手续叫对换.将相邻两

个元素对换，叫相邻对换. 

例如：将排列 4,3, 2,1中的元素 2, 4对换，得到新排

列 2,3, 4,1. 

(4,3,2,1) 6, (2,3,4,1) 3   ,对换改变排列的奇偶性. 



定理 1：一个排列中任意两个元素对调，排列改变

奇偶性. 

证 先考虑相邻对换的情形. 

设排列 1 1 l ma a abb b 经对换 ,a b 变为新排列

1 1 l ma a bab b ，根据定义，逆序数的变化情况为：

当 a b 时，新排列逆序数增加1；当 a b 时，新

排列逆序数减少1；总之，新老排列奇偶性不同. 



一般对换的情形. 

设排列 1 1 1  l m na a ab b bc c 经过m 次相邻对换变

为 1 1 1  l m na a b b abc c ，                       再经过 1m 次相邻对换

变为 1 1 1  l m na a bb b ac c ，                         经过 2 1m 次相邻对

换排列 1 1 1  l m na aab b bc c 变为 1 1 1  l m na abb b ac c ，

其奇偶性不同. 



推论 1：奇排列对换成自然排列1, 2, , n的对换次数

为奇数；偶排列对换成自然排列的对换次数为偶数. 

证：因为奇排列的逆序数为奇数，而自然排列

1, 2, , n的逆序数为零，由定理，进行一次对换改变

一次奇偶性，所以奇排列对换成自然排列的对换次

数为奇数. 



推论 2：在1,2, , n所有的排列中，奇偶排列各占一半. 

证：记偶排列集合为E，奇排列集合为O，则 E O ，

所以偶排列的个数 | |E 与奇排列的个数 | O |之和为 !n .

取定对换 ，则 ( ) ,E O ( ) O E ，从而 | | | |E O ，

| | | |O E ，故
1

| | = | | = !
2

O E n . 


